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I.F Théorème de Gauss-Lucas

Théorème 13: Gauss-Lucas

Soit P P CrXs un polynôme non constant. Les racines de P 1 sont dans l’enveloppe convexe des
racines de P .

Démonstration.
Comme C est algébriquement clos, on peut écrire P “ λ

śr
k“1pX ´ λkqnk où r ě 1, λ P C˚, λ1, ...λr P C

sont les racines deux à deux distinctes de P et n1, ..., nr leur ordre respectif. Alors :

P 1 “ λ
n
ÿ

k“1

“ nkpX ´ λkqnk´1
ź

l“1,...,r

l‰k

pX ´ λlq
nl .

On obtient alors :
P 1

P
“

r
ÿ

k“1

nk
X ´ λk

Si z P RacpP 1q, alors :
— Soit z est l’une des racines λk, et elle est alors évidemment dans l’enveloppe convexe des racines

de P ;
— Sinon, on peut écrire :

0 “
P 1pzq

P pzq
“

r
ÿ

k“1

nk
z ´ λk

“

r
ÿ

k“1

nk
z ´ λk

|z ´ λk|2

En conjuguant on a encore :
r
ÿ

k“1

nk
z ´ λk

|z ´ λk|2
“ 0

On extrait donc z en extrayant la somme qui le comporte :

z “

řr
k“1

nk

|z´λk|2
λk

řr
k“1

nk

|z´λk|2

“

r
ÿ

k“1

nk

|z´λk|2
řr

l“1
nl

|z´λl|2

λk

Cette dernière formule exprime que le fait que z s’écrit comme barycentre à coefficients dans s0, 1r

des racines pλ1, . . . , λrq de P :

z “ Bar

˜

λk,
nk

|z ´ λk|2
ˆ

r
ÿ

l“1

nl
|z ´ λl|2

¸

.

On obtient donc que z P Convpλ1, . . . , λrq.
Soit enfin :

RacpP 1q Ă Convpλ1, . . . , λrq.

■

Corollaire 14

Le plus grand entier n ě 2 tel que les racines non nulles de pX ` 1qn ´ Xn ´ 1 soient de module
1 est 7.

Démonstration.
Si n “ 2 :

P pXq “ pX ` 1q2 ´X2 ´ 1 “ 2X
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a une seule racine qui est 0. On peut donc supposer n ą 2.

Si n ě 3 :
P pXq “ pX ` 1qn ´Xn ´ 1

Donc
P 1pXq “ npX ` 1qn´1 ´ nXn´1

Si z est une racine de P 1, alors z ‰ 0, et donc
ˆ

z ` 1

z

˙n´1

“ 1

C’est-à-dire qu’il existe k P rr0, n´ 2ss tel que z`1
z “ e

2ikπ
n´1 .

Mais, si k “ 0 alors z ` 1 “ z et c’est absurde. Donc k P rr1, n ´ 2ss et les racines de P 1 sont dans
tzk { k P rr1, n´ 2ssu où zk est défini par zk`1

zk
“ e

2ikπ
n´1 , i.e.

zk “
e

´ikπ
n´1

2isin kπ
n´1

Mais d’après le théorème de Gauss-Lucas si les racines de P sont de module 1 ou nul, alors nécessairement
celles de P 1 sont dans le disque unité.

Or |z1| “ 1

2 sin p π
n´1 q

et donc si n ě 8 alors :

2 sin

ˆ

π

n´ 1

˙

ă 2 sin
´π

6

¯

“ 1

puis |z1| ą 1 donc n ď 7

Si n “ 7 :

Posons P0pXq “ pX ` 1q7 ´ X7 ´ 1. On a que ´1 et 0 sont racines de P0. Ainsi, P0 s’écrit (après
DE)

P0pXq “ XpX ` 1qp7X4 ` 14X3 ` 21X2 ` 14X ` 7q

Le polynôme QpXq “ pX4`2X3`3X2`2X`1q, est son propre polynôme réciproque : QpXq “ X4Q
`

1
X

˘

.
On peut donc l’écrire :

QpXq “ X4 ` 2X3 ` 3X2 ` 2X ` 1

“ X2

ˆ

X2 `
1

X2

˙

` 2X2

ˆ

X `
1

X

˙

` 3X2

“ X2

ˆˆ

X2 `
1

X2

˙

` 2

ˆ

X `
1

X

˙

` 3

˙

en posant Y “ X `
1

X
“ X2pY 2 ´ 2 ` 2Y ` 3q

“ 7X2pY ´ 1q2

“ 7X2pX `
1

X
´ 1q2

“ pX2 `X ` 1q2

Au total P0 “ 7XpX ` 1qpX2 `X ` 1q2 et ses racines sont exactement : 0, 1, e
2iπ
3 , e´ 2iπ

3 qui est contenu
dans le disque unité.
L’entier recherché est donc 7. ■
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